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TD n°9 : CORRECTION

Algeébre linéaire : Espaces Euclidiens. .

Exercice 1 Soit E espace vectoriel des polynémes A coefficients réels de la forme aX? 4 bX + ¢. On définit pour

Pel, Qek:

1
< P|Q == f P(x)Q(z)dx

0

a) Montrer que cela définit un produit scalaire sur E.
b) Déterminer une basge orhonormale (Py, P, P») de E (avec Pj; de depré k).

a) Définition.
b) On utilise I'algorithme de Gram-Schmidt.

Algorithme de Gram-Schmidt :

€1
leqll
e Pourkde2an,oncalcule
_ Yk
iyl

w1 =

o |wyg avec :

_ k—1
o Yk =ex— XiS <enw, > w

B =(1,X X%

Wi = = _

llexll

o Y, =e,—<ew > W1=x—(f01x.1dx)1=x—%

1 1
~ 2 "2 = [V3(2x—1)

_ V2 _ — —
R \/fol(x—%)zdx Tz

o Yi=e3—<e3w > wi—<e3w,> w, =x—<xiw > wi—<xiw,> w,
y;=x*—x+1/6

. W3=”§—3”=\/§(6x2—6x+1)
3
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Exercice 2 Soit X un espace euclidien. « est un réel. On suppose que a, b et ¢ sont trois vecteurs unitaires tels

que

<alb >=< ale >=< blc >=«

a) Montrer que —% < & < 1. (On pourra introduire le vecteur u = a + b+ ¢).
b) Montrer que (a,b, c) est libre si et seulement si —% <a<l

e ParC-S, a=|<ab>|<|b||bl| =1
e |Jul|*=3QRa+1)=0

Donc —-<ac<l1

N | =

b)
Soit xa+yb+zc=0
En appliquant successivement <a,.>, <b,.>, <c,.>, on obtient

X 0
-
z 0

1 a «
AX = 1 «a
a

a
a 1

Or det(A) = 2a+1)(1—-a)

e si(a,b,c) libre, detA non nul donc a diférent de -1/2 et 1 et d’apres a) —% <a<l1

| .
° si—=> < a < 1, alors detA non nul et donc (a,b,c) libre.
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Exercice 3 Soit £ = R* muni du produit scalaire canonique. Soit F le plan vectariel défini par 1'équation
r+y+z=0

a) Déterminer une base orthonormale de F'.

b) Déterminer F'* et en donner une base orthonormale.

¢) Déterminer le projeté sur F' du vecteur a = (1,2, 5).

d) Soit p la projection orthogonale sur F'. Déterminer la matrice de p dans la base canonique.

e) Soit s la symétrie orthogonale par rapport & F'. Déterminer la matrice de s dans la base canonique.

a)
1 0
o F=Vect <0>,<1) = Vect(f1, f2)
—1/ \1
e Algo..
/ﬁ
_ A |l 2 \
° WiTimT \ Oﬁ
Y
1
T2
o y,=fo—<faw; > w = 11
2
V6
g
=z _|| ¥
° W2 = | 5 |
\ @
6
( V6\ )
[ (-5
2 | |
F = Vect { 0o |, E > = Vect(wy, wy)
\/E 3
_7 \/g
\ -</)
b)

Ft={X€EtelsqueVfEF <X, f>=0}

Lo <X)W1>=O
Il faut donc que X vérifie : {<X,W1>=O
N
_x——ZZO
2 2
ve V6 6
k——x+—y——z =0
6 3 6
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x—z=0 X=z
B R

=

1
1 1
BON de F— est N (1)

1
c)
|p(a) =< a, wq > W1+ < a, w, > Wy
5
(3
| 2|
pla)=| -2 |
\7
3
d)
2 1 1
3 3
1 2 1| 1(% -1 -1
A = Mat(el,ez,eg)(p) = . - - = = - _1 2 —1
3 3 3| 3\, 5 5
1 1 2
3 3 3

On vérifie que A=A ce qui caractérise une projection, qu’elle soit orthogonale ou non.

[s(x) = 2p(x) — x|

1 1 -2 =2
B = Mat(el’ezm)(s) =2A—-1d = 5 -2 1 =2
-2 =2 1
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Exercice 4 Montrer que les matrices suivantes sont orthogonales. Décrire I'endomorphisme orthogonal de R? ou
de R? associé.
0 1 L V3
A= ( ) B = ( 2 2 C = :
-1 0 _¥3 1 -
2 2 :

N 1 -2 =2 1 -2 V6
D:§ -2 1 =2 E:Z NG 1
-2 -2 1 -6 3

o |Sidetf = 1| fisométrie directe (donc rotation)

(S (1%)
] G|
\"‘--—-/

[y 11
[y
w G

|

f est une rotation par rapport a une droite vectorielle D.

o D est'ensemble des invariants de f, déterminée par résolution de AX=X

o L’angle t est déterminé par :

= tr(A) =1+ 2cost

* sin testdusigne du produit mixte [x, f(x),u] = det; iy (x, f(x),u)
pour x non colinéaire a u, et u le vecteur normé dirigeant et orientant
I'axe D

1 0 0
Mat, ) (f) = (0 cost —sin t) : rotation
0 sint cost

pour u,v,w normés, D = vect(u),v L uetw =ul\v

. |Si detf = —1 | fiso. ind. (réflexion/plan ou composée (symétrie o rotation))

o SiA symétrique : f est une symétrie orthogonale / plan P
= detA=-1etA#-Id donc fréflexion /P

= P estl'ensemble des invariants de f, dét. par résolution de

1 0 O
Mato, ,u)(f) =0 1 0 ]:symétrie
0 0 -1

pour u,v,w normés, P = vect(u,v),w L P

o SiAnon symétrique:
f est la composée commutative d'une rotation Rot(ﬁ, t) et d'une réflexion Ref (F)
avecP LD
= D est caractérisé par les X tels que
= L’anglet est déterminé par:
‘ e tr(A)=—-1+2cost
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e sintestdusigne de [x, f(x),u] = detg; (x,f(x),u)
pour x non colinéaire a u ,et u le vecteur normé dirigeant et

orientant 'axe D

-1 0 0
Maty ,w)(f) = | 0 cost —sint
0 sint cost

pour u,v,w normes, D= vect(u),v L uetw = ulv
1°)

e 'AA = Id, donc fisométrie.
e det A=1 donc A est la matrice d’'une rotation

. t=—%[27r]
2°)
[+ -2
sz V3 1I
2 _E/

e BB =Id, donc fisométrie.

e det B=-1 donc B est la matrice d'une symétrie orthogonale / D

o t= —% [2m] donc la droite vectorielle D est d’angle polaire —%
3°)
3 4
_| 5 5
€=\ "4 3
5 5

e 'CC = Id, donc fisométrie.
e det C=1 donc C estla matrice d’'une rotation.

o t= — arccosi??@) [2r]
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4°)

e DD = Id, donc f isométrie.

e detD=-1donc D estla matrice d'une isométrie indirecte (réflexion/plan ou composée
symétrie o rotation).

e D symétrique : f est une symétrie orthogonale / plan P
e detD=-1 et D#-Id donc f réflexion /P

e P estl'ensemble des invariants de f , déterminée par résolution de DX=X.

1 0
- 1 1 ,
P = SEP(D,1) = Vect {ﬁ( 01>,$< 1 >} vecteurs normés

- ~1
5°)

1/ -2 —-V6 V6

E=21ve 1 3

-6 3 1

e 'EE =Id, doncE estla matrice d'une isométrie.
e detE=1 e estlamatrice d'une isométrie directe (donc rotation)
f est une rotation par rapport a une droite vectorielle D.

e D estl'ensemble des invariants de f, déterminée par résolution de EX=X.

V2

0
D= SEP(E,1) = Vect {i (1)] = Vect(u), vecteur normé
1

e L'anglet est déterminé par:

e tr(E) =14 2cost =0, donc |t = i%ﬂ [27]

e sin t est du signe du produit mixte [i, f (i), u] = det )y (i, f(D),u)

on a I non colinéaire a u, et u le vecteur normé dirigeant et orientant I’axe D

| —

1 - - 0

i f(i V6 1 V3
6 1
0 iy
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0
f est une rotation par rapport a une droite vectorielle D, dirigée et orientée par (u = % (1)

_ 2z

etd’angle|t = 3 [2m].

Exercice 5 On considére les matrices A et B suivantes :

0 -1 0 1 0 0
A= 1 0 0 B=|(0 0 1
0 0 1 0 -1 0

a) Vérifier que A et B sont deux matrices orthogonales.

b) Montrer que A et B sont des matrices de rotation, dont on déterminera les angles et les axes.

c) Soit la matrice C' = AB. Calculer C'. Montrer qu'il s’agit d’'une matrice de rotation dont on précisera I'angle et
I'axe.

a) ‘AA =1d = 'BB, donc A et B sont orthogonales.

0 -1 0
A= (1 0 0)
0 0 1

e detf=1 fisométrie directe (donc rotation)

b)

e '‘AA = Id, donc fisométrie.

f est une rotation par rapport a une droite vectorielle D.
e D estl’ensemble des invariants de f, déterminée par résolution de AX=X.

0
D= SEP(A,1) = Vect {(0)} = Vect(k), vecteur normé
1

e L'anglet est déterminé par:
otr(A) =1+ 2cost=1, donc |t= %

[27]

NS

e sin t est du signe du produit mixte [i, f (i), k] = det ;) (i, (D), k)

- - 7 - \ 7 - " . =
ona Inon colinéaire a k, et k le vecteur normé dirigeant et orientant I'axe D

1 0 O
detgjiy (Lf(@D,k)=[0 1 of=1>0
0 0 1

0
f est une rotation par rapport a une droite vectorielle D, dirigée et orientée par |k = (0)

etd’angle|t = g [2m].
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1 0 0
B={0 0 1
0 -1 0

e detg=1 gisométrie directe (donc rotation)

e BB =Id, donc g isométrie.

g est une rotation par rapport a une droite vectorielle D.

e D'estl’ensemble des invariants de g, déterminée par résolution de BX=X.

1
D' = SEP(B,1) = Vect {(0)} = Vect(i), vecteur normé
0

e L’anglet est déterminé par:
etr(B) =1+ 2cost=1, donc |t = i% [27]

e sin t est du signe du produit mixte [j, g(j), i] = det;x) (,g(), 1)

—
!

ona jnon colinéaire a i, etile vecteur normé dirigeant et orientant 'axe

0 0 1
detgji G,g( ) =1 0 of=-1<0
0 -1 0

1
g est une rotation par rapport a une droite vectorielle D', dirigée et orientée par |i = (0)

etd’angle|t = —g [2m].

e 'CC = Id, donc h isométrie.
e deth=1 hisométrie directe (donc rotation)
hest une rotation par rapport a une droite vectorielle D"'.

e D' estl’ensemble des invariants de h, déterminée par résolution de BX=X.

V3

1
D' = SEP(C,1) = Vect {i< 1 )} = Vect(u), vecteur normé
-1

e L'anglet est déterminé par:
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2n

etr(C) =1+ 2cost=0, donc |t = £ [27]

e sin t est du signe du produit mixte [i, h(i), u] = det iy (i, h(i),u)

on a 7 non colinéaire a u, et u le vecteur normé dirigeant et orientant I'axe D"’

. 1 0 1 .
detg; (i, h(),u) = =0 1 1|=-%<0
0 0 -1

1
h est une rotation par rapport a une droite vectorielle D", dirigée et orientée par |u = % < 1 )

etd’angle|t = -5 [2m].
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Exercice 6
Pour chacune des matrices symétriques réelles suivantes, précisez une matrice diagonale D et une matrice ortho-
gonale P telles que A = PDP~ 1 :

3 -2 -2 3 -1 -1
(g _21) 2 8 -2 -1 2 0
-2 -2 3 -1 0 2

e Les matrices sont symétriques réelles donc sont diagonalisables dans une BON d’apres
le théoreme fondamentale.

¢ On sait en outre que Les SEP pour f symétrique sont orthogonaux entre eux.

e Soit f symétrique, alors pour tout sev F stable par f, F* stable par f.

o ya(x)=x*—3x-2
o Spr(4) ={-2;3}

B -1 1 -1
e SEP(A,—-2) =Vect ( 5 ) on prend vl = NS ( ) )
_ 2 12
e SEP(A,3)=Vect (1) on prend v2 = N (1)
e Adiagonalisable, A = PDP~1, avec P orthogonale, P = (v1,v2) Et D= (_02 g)

o Spr(B) ={0;5;9}

2 2
e SEP(B,0) =Vect (1) on prend vl =§ (1)
2 2
-1 -1
e SEP(B,5) =Vect ( 0 ) on prend v2 = iz ( 0 )
1 1

1 1
1
e SEP(B,9) = Vect (—14) on prend v2 = Vi <—4>

e Bdiagonalisable, B = PDP~!, avec P orthogonale,

0 0 0
P = (vl,v2,v3) Et D=(0 50

* xc()=—-(x-Dx-2)(x—-4)
o Spr(C) ={1;2;4}

1 1
e SEP(C,1) =Vect (1) on prend vl = % (1)
3
1 1
0 . 0
e SEP(C,2)=Vect | -1 on prend v2 = = |1
1 1
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-2

e SEP(C,4) =Vect ( 1 > on prend v2 =
1

e Cdiagonalisable, C = PDP~1, avec P orthogonale,

=

(2)

100
P = (v1,v2,v3) Et D=0 2 0
0 0 4
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